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I DERIVABILITE EN UN POINT TSI

ATTENTION | — Pour traiter ce chapitre il est indispensable de relire le chapitre J « Etudes de fonctions »
rencontré au premier semestre, dans lequel on a traité des aspects techniques/mécaniques relatifs a la
dérivation. .. On va ici aborder un aspect un peu plus théorique.

| Dérivabilité en un point

On rappelle ici les bases. ..

I.1 Taux d’accroissement et dérivées

Rappelons la fonction « taux d’accroissement de f » en a :

g e @ 1@
r—a
2B h

’-(J\ Définition I'l'IJ

On dit que

e f est dérivable en a si .7,(z) admet une limite finie en a. On note alors f’(a) cette limite (ou
df
a(a)

e [ est dérivable & gauche de a si 7,(z) admet une limite finie en a~. On note alors f;(a)
cette limite.

e [ est dérivable a droite de a si 7,(x) admet une limite finie en a™. On note alors f/(a) cette
limite.

Rappel : Si f est dérivable en a, on a donc

REMARQUES — la dérivabilité est une propriété locale.
EXEMPLE — Montrer que la fonction x — 22 est dérivable en tout point zy € R et donner le nombre dérivé
correspondant :

Gy

Propriété I.1.2}

[ est dérivable en a si, et seulement si, f est dérivable a droite et & gauche en a avec f;(a) = fj(a).
Dans ce cas, on a f'(a) = fy(a) = fi(a).
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TSI I DERIVABILITE EN UN POINT

REMARQUES —

o Cette propriété peut étre utilisée pour montrer qu’une fonction n’est pas dérivable en un point. Pour
cela, on peut par exemple montrer qu’il n’y a pas dérivabilité a gauche (ou a droite) au point considéré
ou encore qu’il y a dérivabilité a gauche et a droite au point considéré mais avec des nombres dérivés
a gauche et a droite différents.

o Cette propriété peut aussi étre utilisée pour montrer qu’il y a dérivabilité en un point lorsque la
fonction est définie de facon différente selon que 1’on est a gauche ou a droite du point considéré.

.2 Interprétations du nombre dérivé

1.2.1 Intérprétation graphique du nombre dérivé

2

"(Propriété I.2.1J

Soit (¢) la courbe représentative de f dans un repeére cartésien et My(a, f(a)) un point de la courbe.

o Pour z € I avec © # a, Z,(x) représente la pente de la sécante joignant les points My(a, f(a))

et M(x, f(x)).

o Si f est dérivable en a alors (¢7) admet en My une tangente (7p) d’équation
y=f(a)(@—a)+ f(a)

e Si la fonction x — 7, admet une limite infinie en a (respectivement & droite en a, a gauche
en a) alors () admet une tangente (respectivement une demi-tangente) en My parallele a I'axe
des ordonnées.

1.2.2 Interprétation cinématique du nombre dérivé

"(Propriété 1.2.2]

Supposons ici que f(t) représente la position a 'instant ¢ d’'un mobile sur un axe.

e Pour t € I avec t # %y, le taux d’accroissement de f entre g et t représente la vitesse moyenne
du mobile sur U'intervalle de temps (%o, t).

o Si f est dérivable en ty alors f’(to) représente la vitesse instantanée du mobile & I'instant ¢g.
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II DERIVEE SUR UN ENSEMBLE DE REELS TSI

1.3 Caractérisation a I'aide d’un développement limité d’ordre 1

F(@ Théoréme 1.3.1}

f est dérivable en a si, et seulement si, il existe L € R tel que, au voisinage de a, on ait :

fla+h) = f(a) + Lh+ he(h) avec e(h) — 0

h—0

Dans ce cas, L = f’(a) et 'on dit que f admet un développement limité d’ordre 1 en a.
On écrit encore

f@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(z — a)

REMARQUES —

e Rappel : on a vu en début d’année que la fonction g(z) = f(a) + f'(a)(x — a) était la meilleure
approximation affine de f au voisinage de a.

e Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
Cex pour la réciproque :

)

 Biento6t on remplacera la notation (x — a)e(x — a) par o(z — a)...

EXEMPLE — En supposant connus les résultats sur la dérivation des fonctions usuelles, on a :

e = e poura€R, (14+h)*= ...,
. ]n(l—l—h): ................

oo 1
o SINA = .o  en particulier, Tah -

(D # Exercice V.l) (D # Exercice V.2) (D # Exercice V.3)

Il Deérivée sur un ensemble de réels

I1.L1 Définition
'-(J\ Définition IL.1.1 (Rappel)]

On ditque f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I. On définit alors la fonction
dérivée de f sur I notée souvent f’.

'-(Propriété I1.1.2 (Opérations))

Les 4 opérations usuelles ainsi que la composition conservent la dérivabilité sur leur ensemble de
définition.
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TSI II DERIVEE SUR UN ENSEMBLE DE REELS

EXEMPLE — Quels sont les ensembles de définition et de dérivabilité de la fonction f :x — ?

1+ |z

METHODE — En pratique pour démontrer qu’une fonction f est dérivable sur un ensemble I :

e En principe on utilise le fait que f est obtenue par opérations usuelles sur des fonctions de références
dérivables.

e S’il reste un ou plusieurs points qui posent probleme, on étudie en ces points la limite du taux
d’accroissement.

(D # Exercice V.4) (D # Exercice V.5) (D # Exercice V.G) (D # Exercice V.7)

11.2 Dérivées d’ordre supérieur

"(J\ Définition 11.2.1)

On considere une fonction f dérivable sur un intervalle I.

« Dérivée n-ieme : sous réserve d’existence on définit par récurrence la dérivée n®™¢ de f par :
fO=f et ¥neN, fo = (f™Y)

¢ Fonctions de classe ¢ : On dit qu’une fonction est de classe " sur I lorsqu’elle est n fois
dérivable sur I et lorsque f(™ est continue sur I.

e Lorsque f est de classe €™ pour tout n € N, on dit qu’elle est de classe €.

fx)y=2%si2>0

EXEMPLE — Vérifions que la fonction f définie sur R par : 5 .
flx)=—2*siz <0

est €' sur R, mais pas €.

Gs)
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III THEOREMES FONDAMENTAUX TSI

"(Propriété I1.2.2 (Opérations)]

e Toute combinaison linéaire de fonctions " est une fonction €™ et on a :
(af + Bg)™ = af ™ + g™

e Le quotient de deux fonctions €™ est une fonction ¥ sur son intervalle de définition.

e Formule de Leibniz : si les fonctions f et g sont n fois dérivables sur [ alors la fonction produit
(fg) aussi et on a :

(F)™ =3 (Z) g

k=0

METHODE — Pour calculer la dérivée n-iéme d’une fonction, on peut :

e soit calculer a la main les premiéres dérivées et conjecturer une formule que 'on démontre ensuite
par récurrence,

o soit utiliser la formule de Leibniz (si 'on a un produit).

ExEMPLE — Calculer £ pour f(z) = x2e® :

(D # Exercice V.S) (D # Exercice V.9) (D # Exercice V.IO) (D # Exercice V.ll)

1.3 Bijections et dérivation

Revoir dans le chapitre J « études de fonctions » les fonctions bijectives et le calcul de la dérivée
de la réciproque.

(D # Exercice V.12)

11l Théoremes fondamentaux

On considére deux réels a < b tels que [a,b] C I.

111.L1 Deérivée et extremums

© Théoréeme III.1.1 (extremum local))

(¢]
Soit f une fonction définie sur I et dérivable en un point ¢ intérieur a I (on note ¢ €J). On a :

si f admet un extremum local en ¢ alors f’(¢) = 0.
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TSI I THEOREMES FONDAMENTAUX

Preuve
Donnons juste l'idée :

G

"(@ Théoréme I11.1.2 (réciproque)]

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a,b] et ¢ €]a, b tel que f’(¢) = 0. Alors :

o si f’ change de signe de part et d’autre de ¢, f admet en & = ¢ un extremum local.

o si f’ garde un signe constant au voisinage de ¢, f admet en = ¢ une inflexion.

EXEMPLE —

e Faire deux dession avec x — x® pour illustrer le théoréme :

o Donner des exemples de fonction sur [0; 1] qui ont des extremums et dont la dérivée ne s’annule pas.

(D # Exercice V.13)
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III THEOREMES FONDAMENTAUX TSI

111.2 Le théoreme de Rolle

© Théoréme II1.2.1 (Théoréme de Rolle))

Soit f une fonction définie sur [a, b], continue sur [a, b] et dérivable sur |a,b[. On suppose de plus que
f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0.

Preuve

Interprétation du théoréme de Rolle

e Graphiquement, ce théoréme signifie que la courbe représentative d’une fonction dérivable qui passe
par deux points de méme ordonnée possede au moins une tangente horizontale entre ces deux points.

e Du point de vue cinématique, un mobile qui de déplace sur un axe et qui passe deux fois par le méme
point voit nécessairement sa vitesse instantanée s’annuler au moins une fois entre ces deux points.

EXEMPLE — soit P un polynome réel admettant 3 racines réelles. Montrer que son polynéme dérivé admet
deux racines réelles :

&

(D # Exercice V.14) (D # Exercice V.15) (D # Exercice V.16) (D # Exercice V.17)

I11.3 Théoréme des accroissements finis (TAF)

© Théoréme II1.3.1 (égalité des accroissements ﬁnis)]

Soit f une fonction définie sur [a,b], continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors il existe ¢ €]a, b]

tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).
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TSI I THEOREMES FONDAMENTAUX

Interprétations du TAF

e Graphiquement, ce théoréme signifie que tout arc de la courbe représentative d’une fonction dérivable
posséde au moins une tangente parallele a la corde joignant les deux extrémités de cet arc.

&)

e Du point de vue cinématique, un mobile qui se déplace sur un axe pendant un certain laps de temps
posséde au moins une fois une vitesse instantanée égale a sa vitesse moyenne sur ce laps de temps.

Preuve du TAF

&)

(D # Exercice V.18) (D # Exercice V.19) (D # Exercice V.20)

I11.4 Inégalité des accroissements finis (I1AF)

»-(© Théoréme II1.4.1 (Inégalité des AF)]

Soit f une fonction définie et continue sur [a ; b], dérivable sur |a ; b[ et & dérivée bornée sur Ja ;b
Alors :

« (b—a) Inf f'(x) < f(b) — f(a) < (b—a) Sup f'(z).

z€[a,b] z€la,b]

o [f(b) = f(a)l < Sup |f'(z)] [b—al

z€[a,b]

REMARQUES — Ce théoréme est vrai en particulier si f est € sur [a ; b]. Pourquoi ?
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III THEOREMES FONDAMENTAUX TSI

EXEMPLE —

xz

e Pour tout x, x < e* — 1 < xe”.

@x>0: x<0:

o Pour tout x € [0,7/2], zcosz <sinz < x :

&

o Pour tout z, |sinz| < |z| (Notons que cette approximation est mauvaise loin de 0).

x>0: x<0:

(D # Exercice V.21) (D # Exercice V.22) (D # Exercice V.23) (D # Exercice V.24)
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