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I SYMBOLES ) et ]

TSIt

Dans toute la suite, 4, j, k, n, p, ¢ désignent des entiers naturels.
I et J désignent des parties de N (ou méme de Z).

(D # Exercice L.l)

| Symboles Y et ]

,—(‘\ DT 1.0.1)

Soit (z;);er une famille de réels (ou de complexes ) indexée sur 1.

e Si I est non vide, Zwl désigne la somme de tous les x; lorsque ¢ parcourt I.
i€l

e Si I est non vide, H x; désigne le produit de tous les z; lorsque ¢ parcourt 1.
il

e Si I est vide, alors par convention : Z ...=0c¢et H oo = I
<] i€l

P p
e Si I =[n,p], avec n < p, on note : in:xn+...+xp et Hxizxnx...
i=n i=n

X Tp

REMARQUES —

P

i=n

P
e l'indice de sommation ou de produit est muet : Z T = Z xj ... et bien entendu le résultat d’une
j=n

somme ou d’'un produit ne dépend jamais de 1’indice.

p p
e Par convention on posera si n > p : Z x; =0 et H x; = 1.

i=n i=n

e Les écritures suivantes sont fausses :

n
et celle-ci est ambigué : Z Ko L, CaT

k=1

Exemple (1.0.2)

5
e Que vaut Z k7

o

e Si & est 'ensemble des nombres premiers inférieurs a 10, que vaut Z k7

ke
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TSI IIT CHANGEMENT D’INDICE

n n
e Que vaut pour n € N, Zl 7 et Zl?
k=1 k=0

e Si A eC, que vaut Z)\?

k=1

Il Les premieres regles de calcul

I1.L1 '"Linéarité"

'-(Propriété II.1.1J

Soit (x;) et (y;) désignent des familles de complexes indexées sur I. Alors :

S@ity)=> xi+Y yi et [[(@iw) —(H%) (H yz>
icl icl iel iel icl i el
Pour tout A\ e Cet pe N :

Z()\w@) = )\Zw@- et H(l‘i)p = (H CL‘Z>

i€l i€l i€l el

1.2 Regroupement de termes/facteurs

"(Propriété 11.2.1]

Soit (x;) une famille de complexes indexées sur I U J, avec I et J disjoints. Alors :

dom+) = ) wp eb <sz> (Ha@) = J] @

i€l JjeJ keluJ i€l JjeJ keluJ

Exemple (I1.2.2)

Voyons des cas particuliers courants. Considérons p € [1,n].

n n n n n
dowk=) wit D wn|d wk= ) @t ) @
k=1 k=1 k=p+1 k=1 i=1 i=1

1 pair 7 lmpailr

(D # Exercice L.2) (D # Exercice L.3) (D # Exercice L.4)

Il Changement d’indice

Dans de nombreuses situations il est intéressant de modifier I'indexation d’une somme ou d’un produit. Ces
opérations étant commutatives, il est clair que les résultats sont les mémes !

Olivier BREBANT
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IIT CHANGEMENT D’INDICE

TSIt

111.1 Deécalage

Par exemple en posant j =k +r on a :

q q+r
doTk= D T
P Ly

Exemple (ITI.1.1)

n
2
Pour n > 2, on souhaite calculer S = kzz:l m
2 1 1
Vérifier ’égalité : ——m— = — — ——.
érifier 1’égalité Wtk hi2

G5)

Au final il reste :

111.2 Symétrie

Cette fois-ci on pose j = n — k et on obtient :

n n
DT =D T
k=0 J=0

Exemple (IT1.2.1)

q
e Quelle est I’écriture permettant d’inverser ’ordre de sommation de Z T !

k=p

f:k:n(n+1)

k=1 2

¢ Démontrer la formule bien connue donnant la somme des n premiers entiers :

Reporter dans I'expression de S puis effectuer le changement j = k + 2 dans la deuxiéme somme :

Olivier BREBANT
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TSI IIT CHANGEMENT D’INDICE

111.3 Sommes et produits télescopiques

Soit p et ¢ deux entiers naturels tels que p < ¢. Alors

q

q
Ti41 Tg+1 .
@iy —w) =xg1—xp et [] ;i = % (Vi€ [p,q], zi #0)
i=p i=p p

Exemple (IT1.3.1)

o Démontrer le résultat précédent en écrivant la somme avec des "petits points" puis en effectuant
des changements d’indices ...

- 1
e Calculer A = kzzzl In (1 + k)

n 1
e Calculer B = H (1 + >

k=1 k

n
e Calculer C = Z i avec la technique du développement en éléments simples.
k=1

— k(k+1)

Olivier BREBANT p5 / 13
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IV. DES SOMMES CLASSIQUES TSI

&

(D & Exercice L.5) (D # Exercice L.6) (D # Exercice L.7) (D # Exercice L.8)

IV  Des sommes classiques

IV.1 Somme des termes d’une suite arithmétique

"(Propriété IV.1.1J

Pour n et p dans N on a : La somme des termes d’une suite arithmétique de raison a et de
premier terme wu, = b :

(up + un)

Zn:ukZ(n—PJrl) 5

k=p

La cas particulier ot a = 1 et p = 1 donne :

Zn:k:n(n—i-l)

k=1 2

Preuve
L’idée est de faire un changement d’indice par symétrie et d’ajouter les deux sommes. . .

&)

IV.2 Somme des carrés
'-(Propriété IV.2.1)

Pour n € N on a

6

L nn+1)(2n+1)
E k=
k=1

Preuve

On remarque que (k+1)3 — k3 = 3k%2 4+ 3k +1 et on somme ces deux membres pour k variant de 1 a n. ..

Olivier BREBANT
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TSI IV. DES SOMMES CLASSIQUES

IV.3 Somme des termes d’une suite géométrique

"(Propriété IV.3.1J

Si a est un nombre complexe différent de 1 on a :

Preuve
Pour un complexe a on a en développant le membre de gauche :

n n

(1 —CL) Zak — Z(ak . akJrl) —aP - an+1

k=p k=p

(Simplification par télescopage). Il suffit ensuite de diviser par (1 —a) et factoriser par a? pour obtenir
le résultat. O

Exemple (IV.3.2)

o Ecrire cette formule pour p =0 ?

o Factoriser 1 — a1t

e

(D # Exercice L.9) (D # Exercice L.10)
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V  SOMMES DOUBLES TSI

IV.4 Factorisation de ¢" — b"

"(Propriété IV.4.1J

Pour tous complexes a et b et tout entier naturel n non nul :

n—1
a — b = ((I - b) Z an—l—kbk
k=0

Preuve
développer le membre de droite et reconnaitre une somme télescopique :

V Sommes doubles

V.1 Sommes rectangulaires

'-(d\ Définition V.1.1 (Sommes rectangulaires)]

Si I et J sont des ensembles finis, et (a; ;) une famille doublement indexée sur I x J, on appelle somme
double une somme de la forme :

T =5 (z ) -3 (Se)

(4,9)EIxJ i€l \jeJ jeJ \iel

On croisera au travers des exos tout un tas d’écritures équivalentes...

REMARQUES — Lorsque les a; ; = b;c; on dit que les variables sont « séparées », et dans ce cas, la somme
se simplifie un peu :

e

(4,5)eIxJ iel jeJ

&)

p8 / 13 Olivier BREBANT
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TSIt

vV SOMMES DOUBLES

Visualisons ces sommes doubles comme des sommations suivant des lignes ou des colonnes d’un tableau :

J

a,L ?j

Exemple (V.1.2)

Calculer :

q
— ) i
et

_|_

_l’_

q
— > aiy
=1

q

B E :ap,j

Jj=1

p

q

> ai

i=1j=1

Olivier BREBANT
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V  SOMMES DOUBLES TSI

V.2 Sommes triangulaires

Parfois les bornes peuvent dépendre des indices, cela donne des sommes dites "triangulaires"

'—(J\ Définition V.2.1 (Sommes triangulaires))

n J n
Yooaig=) (D | =D ay
il e j=1 \i=1 =1 o=

Voyons a nouveau cela a ’aide d’un tableau :

J

n
1 — Z ai,j
j=1

2 +

_l’_

n
@i, — D aiy
j=i

n
n — E Qin
Jj=n

| l
>

1 J
Zam o F Z%ﬂ_ | 1i<ygn
i=1 i=1

Exemple (V.2.2)

n

2 n
e Montrer la formule classique suivante : (Z a¢> = Z a? +2 Z a;a;
i=1

i=1 1<i<j<n

pl0/13 Olivier BREBANT
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TSIt VI BINOME DE NEWTON

e Calculer la somme : Z 1, puis interpréter "graphiquement".

1<i<j<n

(D # Exercice L.ll)

VI Binome de Newton

Voir l'activité d’introduction aux coefficients binomiaux en comptant les chemins. . .

V1.1 Coefficients binomiaux

'-(ak Définition VI.1.1 (factorielle))

Pour n € N, on appelle factorielle de n, le nombre noté n! qui vaut

n
=]k sin>0 et o0=1
k=1

"(J\ Définition VI.1.2 (Coefficients binomiaux))

Etant donnés deux entiers naturel n et p, on appelle Coefficient binomial « p parmi n », et 'on note
(Z) le nombre :

(n) :n(n—l)...(n—p—i—l)

p!

Exemple (VI.1.3)

Si p < n, écrire cette formule uniquement avec des factorielles :

&)

Olivier BREBANT pl1/13
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VI BINOME DE NEWTON TSIt

REMARQUES — quelques valeurs remarquables a connaitre :

e Sip > n alors (n) = 0 (car I'un des facteurs e Pour tout n € N on a: (n)
p

1) ="
est nul)
n n n n(n—1)
e Pour tout n € N on a: 0 = =1 e Pour tout n € N on a : 9 :T
n

'-(Propriété VI.1 .4}

n n .
. = sip < n.
<p> (n = P)
n n—1 n—1\ . .
o = + sin>1etp>1 (Relation de Pascal)
P P p—1

Exemple (VI.1.5)

o A Daide de la relation de Pascal, dessiner le triangle de Pascal qui regroupe sous forme triangu-
laire les coefficients binomiaux pour 0 < n < 7 :

&)

e Démontrer par récurrence sur n que les coefficients binomiaux sont des entiers.

V1.2 Formule du binome de Newton

"(Propriété VI.2.1 (Formule du binﬁme)}

Pour a et b dans C, on a pour tout n € N :

(a + b)n _ i (Z) apbn—P

Preuve
I par récurrence. . . mais assez lourde a écrire. On 'admettra. O

pl2/13 Olivier BREBANT
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TSIt VI BINOME DE NEWTON

Exemple (VI.2.2)

« Développer (a + b)3 :

n
e Montrer que Z (Z) =2"

o

n
o Montrer que Z(—l)k ") =0sin>o0.
k=0 k

A laide des deux points précédents, calculer Z <Z> et Z (Z)
k=0 k=0

k pair k1 _pair

(I:l # Exercice L.12) (D # Exercice L.13) (D # Exercice L.14) (D # Exercice L.15)
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