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I FONCTIONS RACINE CARREE ET VALEUR ABSOLUE

TSIt

| Fonctions racine carrée et valeur absolue

1.1 Racine carrée

,—(‘\ DT 1.1.1)

« Pour tout z > 0, on note v/ 'unique nombre positif dont le carré vaut z.

« La fonction racine carrée est définie par : f: RT — RT
r — \/5

C’est la bijection réciproque de la fonction RT — RT .

r — 2
"(Propriété I.1.2}
La fonction racine carrée est :
o Définie sur RT,  Strictement croissante sur R
» Dérivablesur Ry, et Vo € Ry, (\/E), - % e Admet une tangente verticale en 0.

Allure de sa représentation graphique :

Gy

1.2 Valeur absolue

& Définition I.2.1J

zsiz =0
La fonction valeur absolue est définie pour tout x de R par :|z| = { 7 0
—xrsiz<

REMARQUES — On a aussi vu que |z| = dist(z, 0).

'-(Propriété I.2.2)

La fonction valeur absolue est :
e Définie sur R,
e Dérivable sur R*,

o Décroissante sur R~ et croissante sur RT.
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TSI II FONCTION PARTIE ENTIERE

Allure de sa représentation graphique :

G2

(D # Exercice K.l) (D # Exercice K.2) (D # Exercice K.3)

Il Fonction partie entiéere

r-(.k e 11.0.1)

e Pour tout € R on appelle partie entiére de z, le plus grand entier inférieur ou égal a z. On
la note E(z) ou encore |z].

o La fonction partie entiere est la fonction qui a tout = € R associe le nombre |z| € Z.

Allure de sa représentation graphique :

6

Propriété 11.0.2]

Soit a € R. La partie entiere de a est I'unique entier relatif vérifiant :

la] <a<|al+1 ou encore a—1<]a|<a

(D # Exercice K.4) (D # Exercice K.5) (D # Exercice K.G)
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III FONCTIONS EXPONENTIELLES ET LOGARITHMES TSI

Il  Fonctions exponentielles et logarithmes

I11.1 Logarithme népérien (1610) et exponentielle (1748)

Ces deux fonctions sont réciproques 'une de 'autre. On rappelle I’allure de leurs courbes :

Et les relations fondamentales suivantes :

"(Propriété 111.1.1}

T

(§]
s oy eR [T =t ] et | V= et [() =V

ey

o Vz,y >0, |In(zy) =lnz+1lny| et ln(ﬁ)zlnx—lny et VneN, |In(z")=nlnzx

On pourra retenir que la fonction logarithme « transforme les produits en somme ». ..

"(Propriété I11.1.2 (Dérivation)}

Si w est une fonction dérivable sur I et v une fonction ne s’annulant pas et dérivable sur I on a pour
tout x € I :

(*®) = w(@)e@ | et |I(u@)) =

(D # Exercice K.7) (D # Exercice K.S) (D # Exercice K.9)

1.2 Logarithme et exponentielle de base « a »
II1.2.1 Exponentielle de base « a »

Soit a un nombre réel. On sait déja ce que représente a” pour tout n € Z. On voudrait prolonger cette
notation pour n dans R... (mais uniquement pour a > 0).
On va prolonger la définition de a” = e = em"e Doy :

r—@ Définition 111.2.1]

Soit . On définit sur R la fonction exponentielle de base a : |exp : z — a% = e*0@ |

'-(Propriété 111.2.2)

La fonction x — a” est dérivable sur R et : (a*) = In(a) x a®.
Elle est strictement croissante si a > 1, strictement décroissante si 0 < a < 1, constante a 1 si a = 1.

REMARQUES — A chaque fois que l'on est face & une fonction avec la variable en exposant, on se raméne
TOUJOURS a sa définition avec EXP.

p4/10 Olivier BREBANT
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TSI III FONCTIONS EXPONENTIELLES ET LOGARITHMES

II1.2.2 Logarithme de base « a »

Iny

La fonction x — a” admet une fonction réciproque ssi a # 1, et son expression est y — 2.

"(J\ Définition 111.2.3)

Pour a # 1, la fonction réciproque de z — a®, définie sur R™x, est appelée logarithme de base a, et

1 Inz
ona:|log 2 =—|
Ba lna

'-(Propriété 111.2.4}

e On a I’équivalence :

k

Vz € Rf, log, 2 =k x=a

o log, est strictement croissante si a > 1 et strictement décroissante si 0 < a < 1.

REMARQUES — Pour les études, se ramener TOUJOURS & la définition en In, sauf pour résoudre :

loge =k < x=10F

Exemple (IT1.2.5)

Des fonctions log en base autre que e :

e La plus connue est le logarithme décimal : logx = llél—lmo.
Elle apparait dans le pH : pH= —log([H307]), le décibel, la magnitude.
On l'utilise aussi dans les graduations en échelles semi-logarithmiques ou log-log lorsque les

données sont dans l'infiniment grand ou petit.

e On utilise aussi le logarithme en base 2 en informatique. Par exemple pour compter le nombre
de bits nécessaires pour coder un entier. Avec n bits on code tous les entiers p vérifiant :
2"=1 < p < 2. On applique log et on ajoute 1...

(D # Exercice K.lO) (D # Exercice K.ll) (D # Exercice K.12)

111.3 Fonctions puissances
On connait déja :

o pour tout z € R: 2™ avec n € N, 2™ avec m € Z (x # 0 si m < 0),

1

o pour tout z € R* : zm = /z avec m € N, z7 avec ¢ € Q (z # 0 si m < 0).

On peut aussi définir :

& Définition 111.3.1)

Soit a € R. On définit sur R} la fonction : z +— 2% = e**?,
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IV FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES TSI

"(Propriété 111.3.2]

L Elle est strictement croissante si o > 0 et

Va € R, z +— x% est dérivable sur R} et (%) = az®”
strictement décroissante si o < 0.

ATTENTION | — Si o € R\Z, la fonction puissance n’est pas définie sur les négatifs !

Il est facile de vérifier que les formules algébriques connues pour des puissances entiéres sont encore
valables pour des puissances réelles. Ainsi pour tout réels a et b et pour tout £ > 0 on a :

(xy)a — 20 x ya xa—l—b — 0 % $b (xa)b — xab

(D # Exercice K.13)

111.4 Comparaisons de ces fonctions
RAPPEL des formes indéterminées :

ox0 = too—oc0 0/0 1°
(0. ]

A
"(Propriété IT1.4.1 (croissances comparées) J

e exp est prépondérante en +oo devant toutes les fonctions puissance, c’est-a-dire :

T

Va > 0, lim — =+o0 lim z%* =0
r—+oo % T——00

e In est négligeable en 0 et +co devant toutes les fonctions puissances, c’est-a-dire :

In? 2

Yo >0,Y6 >0, lim =0 lim z*In®z =0

r—+o00 % z—0t

e Soit @ > 1, on a plus généralement :
x +— a® est prépondérante en oo devant toutes les fonctions puissances,
x — log,(x) est négligeable en en 0 et +o0o devant toutes les fonctions puissances.

Inx
REMARQUES — Sia <0, lim xz%% =0, lim — =0... ne sont pas des formes indéterminées.
T——00 z—0+ ¢

BILAN : En notant << "est négligeable devant", alors on a : log,(x) §< x® $< a®.
o0 o0

Techniques de calcul de limites
1. On donne le résultat sans justification si elle n’est pas une FI.
2. Sinon, la technique fondamentale est la factorisation. On conclut alors par Croissance Comparée.

(D # Exercice K.14)

IV Fonctions trigonométriques

IV.1 Les fonctions trigonométriques circulaires directes

Les fonctions cos et sin vous sont maintenant bien connues. Rappelons I'essentiel :

e Sin et Cos sont définies et dérivables sur R.

p6 / 10 Olivier BREBANT
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TSI IV FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

o Elles sont 2m-périodiques.
o Sin est impaire (sin(—z) = —sin(z)) et sin’ = cos.
o Cos est paire (cos(—z) = cos(z)) et cos’ = —sin.

o On asin(m — z) = sin(x) et sin(z + 7/2) = cos(z)

sin
Voyons d’un peu plus pres la fonction |tan = —
COS

Etape 1 : ensemble de définition, périodicité, parité = ensemble d’étude

G5)

Etape 2 : sens de variations

Etape 3 : représentation graphique

G

(D # Exercice K.15) (D # Exercice K.16) (D # Exercice K.17) (D # Exercice K.18)
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IV FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES TSI

IV.2 Les fonctions trigonométriques réciproques
IV.2.1 Cosinus et arccosinus

r-(.k D& IV.2.1]

La fonction cos : [0;m] — [—1;1] est bijective, donc admet une fonction réciproque, nommée "arccosinus"
et on a

‘arccos :[-1;1] = [0; 7]

"(Propriété IV.2.2J

On a :

Vy € [—1,1], cos(arccos(y)) = y‘ et |V €0, 7], arccos(cos(z)) = x

ATTENTION ! — Si k € [-1,1], alors :

cosx =k <= x = tarccosk [27]

'-(Propriété IV.2.3J

o arccos est strictement décroissante sur [0 ; 7].

o arccos est dérivable sur I'ouvert | —1;1[ et :

arccos’ (y) = —

Preuve :

o cos est strictement décroissante sur [0 ; 7], on en déduit donc qu’arccos est aussi décroissante sur

[=1;1]
e en tant que fonction réciproque de cos, arccos est dérivable partout oll cos’ ne s’annule pas. Or,
cos’ = —sin s’annule en 0 et en 7, donc arccos est dérivable sur | — 1;1].
1 1
o Pour tout y €] — 1; 1], on a: arccos'(y) = = —— .
cos’(arccos y) sin (arccos y)
Or, on a (cos (arccosy))? + (sin (arccos y))? = 1. Donc (sin (arccosy))? = 1 — y? et comme arccosy €
—_————
f— )=y
[0; 7], sin (arccosy) > 0 et ainsi, sin (arccosy) = /1 — y2. [ |
A

INE
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TSI IV FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

IV.2.2 Sinus et arcsinus

r-(.k DEE IV.2.4]

La fonction sin : [~7 ; 5] — [~1; 1] admet une fonction réciproque, nommée "arcsinus" et on a :
T T
arcsin : |[—1;1] = |—=; =
[ ) ] [ 2 ’ 2

'-(Propriété IV.2.5J

On a :

Vy € [-1,1], sin(arcsin(y)) =y| et |Vz € [—g ; g] , arcsin(sin(z)) =z

ATTENTION ! — Si k € [-1,1], alors :

‘ sinzx =k <= z = arcsink [27] ou m — arcsin k [27]

"(Propriété IV.2.6J

e arcsin est impaire et strictement croissante sur [—1 ; 1].

e arcsin est dérivable sur | —1; 1] et :

1
s/
arcsin =
(Y) = —= "
Preuve : méme idée que pour arccos. ..
s
2
-1 1
y = arcsin(z)
IV.2.3 Tangente et arctangente
A
'_(J\ Définition IV'2'7J
La fonction tan : | — 5 ; §[— R admet une fonction réciproque, nommée "arctangente' et on a :

arctan:R—)}—z;z[
272
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IV FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES TSI

'-(Propriété IV.2.8)

On a :

Yy € R, tan (arctan(y)) =y| et |Vxe€e }— : [, arctan <tan(a:)) =5

ro| 3
ro| 3

Si k € R, alors :

tanz = k <= x = arctank [r|

'-(Propriété IV.2.9)

e arctan est impaire et strictement croissante sur R.

e arctan est dérivable sur R et :

1
1+ 42

arctan’(y) =

Preuve : La fonction tan’ ne s’annule pas sur | — 7 ; 7], donc arctan est dérivable sur R. De plus on a :

1 1 1
t ! — — =
arctan (y) tan’(arctany) 1+ tan?(arctany) 1+ y2
™
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L
y = arctan(z)
—4 -2 2 4
s
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, B

Voir la fiche bilan pour les représentations graphiques des fonctions de références. . .

(D # Exercice K.19) (I:l # Exercice K.20) (D # Exercice K.21) (D # Exercice K.22)
(D # Exercice K.23)
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