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I NOTION DE RADIANS TSI

| Notion de radians

I.L1 Cercle trigonométrique

1D S S 1.1.1]

C’est le cercle de centre O et de rayon 1, orienté positivement dans le sens anti-horaire.

Question : comment repérer un point M sur le cercle @
trigonométrique ?
Réponse :

o Par un couple de coordonnées M (x,y)
e Par ’angle m,

e Par une distance d parcourue sur le cercle a
partir d’un point A « origine » jusqu’au point
M.

C’est le lien entre ces notions qui va nous occuper pendant (le début de) ce chapitre.

.2 Association d’un réel et d’un point sur le cercle trigonométrique

"(Propriété I.2.1}

Chaque réel x repére un unique point M sur le cercle trigonométrique. Cela définit ainsi un unique
5%

angle AOM. On parle d’angle orienté (de A vers M).

Ce réel z est appelé une mesure en radians de ’angle orienté (OA, OM )

Remarque : Lorsque x parcourt Uintervalle | — 7 ; 7], le point M parcourt le cercle en entier. Donc,
nécessairement, plusieurs réels = peuvent repérer le méme point M (C’est le principe des tiroirs !).

'-(Propriété 1.2 .2)

Si M est un point du cercle trigonométrique, plusieurs réels peuvent repérer ce point. De plus, si on
en connait un, x, alors on les connait tous : x + 27, x — 27, x + 4w, x — 47 etc.

Conclusion : un réel x repérant un point M sur le cercle trigonométrique est appelé une mesure en

= =
radians de ’angle orienté (OA, OM).

R1 Un angle orienté mesuré par x est aussi mesuré par x + 27w, x — 27w, x + 2km avec k entier relatif.
(Un méme angle posséde plusieurs mesures en radians !)

R2 La mesure dans Uintervalle | — 7 ; 7] est appelé la mesure principale.

_/>>__>
R3 Une mesure en radians d’un angle orienté (OA, OM ) n’est rien d’autre qu’une longueur (al-

gébrique) du chemin menant de A & M sur le cercle de rayon 1.

p2 / 9 Olivier BREBANT
Lycée Artaud — 2025/2026




II COSINUS, SINUS ET TANGENTE D’UN REEL

TSIt

1.3 Quelques points remarquables

On retiendra par coeur les valeurs suivantes :

Degrés 030145 | 60| 90
T | 7T | 7T |7

di - = = | =
Radians | 0 5 1 3 5

C’est un tableau de proportionnalité, et on passe de la ligne « degrés » a la ligne « radians » en multipliant

T
ar ——
P 180
Graphiquement :

2

Et on retrouvera toutes les autres valeurs par symétrie.

(D & Exercice I.1)

Il Cosinus, sinus et tangente d’un réel

1.1 Rappels dans le triangle rectangle
Donner dans le triangle ABC' rectangle en B les expressions de cos(A), sin(A4) et tan(A)

G3)

1.2 Cos/sin/tan d’un réel
On a vu au début du chapitre que pour un réel ¢ on pouvait associer un unique point M sur le cercle, qui

lui peut étre repéré par ses coordonnées cartésiennes.
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II COSINUS, SINUS ET TANGENTE D’UN REEL
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'-@ Définition 11.2.1)

Soit ¢ un nombre réel et M (t) le point (unique)
du cercle trigonométrique associé a t. Dans le

—

repere (O : ;,]>

e l’abscisse du point M est le cosinus du
réel ¢, noté cos(t);

e l’ordonnée du point M est le sinus du réel
t, noté sin(t).

o L’ordonnée du point M’ est la tangente
du réel ¢, noté tan(t).

REMARQUES — On peut vérifier que pour un point dans le premier quadrant les définitions correspondent

a celles vues dans le triangle rectangle. ..

Propriété I1.2.2 (Propriété fondalentale)]

On a pour tout réel ¢ :

‘coszt—l—sith: 1

"(Propriété 11.2.3 (Immédiates)]

On a pour tout réel ¢ :
—1<cost <1

cos(t + 2m) = cos(t)

et
et

—1<sint <1

sin(t + 27) = sin(t)

'-(Propriété I1.2.4 (Symétries)]

On a pour tout réel ¢ :
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TSI II COSINUS, SINUS ET TANGENTE D’UN REEL

"(Propriété I1.2.5 (Valeurs remarquables)j
On retiendra par ceeur :

s ™ T
! "lsla|3 |2
mesure en degrés [0 | 30 | 45 | 60 | 90

V31 v2| 1

1 X2 X2 =
cos (z) 5 5 5 0

1 [vV2|V3
i - | == 1|1

sin (z) 0 5 5 5

Preuve
En utilisant des triangles isoceles et équilatéral, retrouver les valeurs exactes de :

n(3) n(3) w(Z) () () )

. m
Retrouvons par exemple cos et sin de — :

G5)

Toutes les autres valeurs remarquables se retrouveront par des raisonnements de symétrie. . .

(I:I # Exercice I.2) (D # Exercice I.3)
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II COSINUS, SINUS ET TANGENTE D’UN REEL

valeurs remarquables

1.3 Cercle trigonométrique :
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TSI III TRANSFORMATIONS ALGEBRIQUES

Il  Transformations algébriques

Dans tout ce qui va suivre, a, b, p et g désignent 4 réels quelconques.

I11.1 Formules d’additions
'—(Propriété I11.1.1 (addition))

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) | cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Exemple (IT1.1.2)

Retrouver les formules suivantes :
QL SIN (@ — D) =
Q 2 COS(@ = b)) =t

t tan(b
Q3 Montrer que : tan(a +b) = an(a) + tan(b)

1 — tan(a) tan(b)

(D & Exercice I.4)

Dans le cas particulier ou a = b les formules d’additions donnent :

Propriété I11.1.3 (duplication))

o sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

e cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 =1 — 2sin?(a)

Et on en déduit des formules de linéarisation :

Propriété ITL.1.4 (linéarisation))

14 cos(2a)
=

1 —cos(2a)

cos?(a) | sin?(a) = 5

(D # Exercice I.5) (D # Exercice I.6) (D # Exercice I.7)
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III TRANSFORMATIONS ALGEBRIQUES TSI

Propriété 111.1.5)

Pour tous réels a, b et w, il existe deux réels A et ¢ tels que :

Vt € R, acos(wt)+ bsin(wt) = Acos(wt + ¢)

Preuve
Idée de preuve : forcer la factorisation par A = va? + b2. .. O

(D # Exercice I.8)

111.2 Formules de factorisation

'—(Propriété I11.2.1 (factorisation))

S
&S]
S

« sin(p) + sin(q) = 2sin (%) cos ( ) e cos(p) + cos(q) = 2 cos (’%) cos (%’1)

o sin(p) —sin(g) = 2sin (1%) cos (1%) o cos(p) — cos(q) = —2sin (%) sin (%)

l\')|

Preuve
Ces formules transforment les sommes en produits. Prouvons par exemple la premiere :

&)

(D # Exercice I.9) (I] # Exercice I.IO)
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TSI IV (IN)EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

IV (In)équations trigonométriques

IV.1 Equations trigonométriques

Les seules équations trigonométriques que l'on saura résoudre devront se ramener a une forme du type :
cosr=a ou sihnz=a ou tanz=a

ol a est un réel fixé (de préférence une valeur remarquable) et z est I'inconnue.

"(Propriété IV.1.1J

Pour tout a et b dans R :

b=a+2kw, k€Z b=a+2kw, keZ
cosa = cosb < { ou sina =sinb <= < ou
b=—a+2km, keZ b=m—a+2kn, keZ

Pour tout a et b réels différents de g +km,k€e€Z:

‘tana:tanb <~ a=>b+km, kGZ‘

(D # Exercice I.ll) (D # Exercice I.12) (D # Exercice I.13) (D # Exercice I.14)
(I:l # Exercice I.15)

IV.2 Inéquations trigonométrique

Pour résoudre des inéquations, le probleme est un peu plus délicat. On ne cherchera pas de rigueur excessive
et on se contentera de s’appuyer fortement sur le cercle trigonométrique pour déterminer les solutions. . .

(D # Exercice I.16)
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