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Calculs de limites

L’objectif de ce chapitre et de se familiariser avec les calculs de limites de fonctions.
On verra dans un chapitre ultérieur comment définir rigoureusement ce qu’est une limite.
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I PREMIERS CALCULS TSI

| Premiers calculs

Rappel : on considére une fonction f définie sur un ensemble Z qui associe a chaque réel x € Z un unique
nombre réel noté f(x).

Pour une valeur a (finie ou infinie) dans & ou sur son bord, il est souvent utile de savoir vers quelle valeur
(finie ou infinie) se rapproche f(x) lorsque z se rapproche de a. On dit que l'on calcule la limite de f en a.

.1 Quelques fonctions de références

(D # Exercice E.IJ

Q1 Soit p un entier strictement positif. Donner les limites en +o0o et —oo des fonctions :

A@ =2  h@)=—  pB@=®  fa)=—

T op2p-1
Q 2 Donner la limite des fonctions aux bords de leur ensemble de définition :

gi(z) =e g2(z) =Inz g3(z) = Vo

(D # Exercice E.2J

Soit p un entier strictement positif. Donner les limites suivantes :

) 1 . 1 . 1 ) 1
hm T hm T hm ﬁ hm ﬁ
z—0+t TP z—0— TP z—0t+ TP~ z—0— TP~

REMARQUES — On retiendra que pour calculer une limite, on s’occupe de deux choses séparément :

son signe et sa quantité.

1.2 Opérations algébriques sur les limites

Propriété 1.2.1 (opération algébriques)}

Le comportement des limites avec les 4 opérations algébriques est « naturel », c’est a dire que le calcul
de limite est compatible avec ces opérations.

[D # Exercice E.3]

Q1 Calculer les limites suivantes :

1 2 1
lim z?4z+-= lim e ®—z’—Inzx lim 3: < lim (2 — §) (—4+ —)

z—+00 T z—+00 z——00 % 4+ 2 z—+00

Q 2 Déterminer les limites aux bornes de I pour les fonctions :

avec I =|3; 4o0[ b. fo(x) = i

a f1($)=$_3 (z-2)(z+2)

avec I =] —2;2[
On verra que dans certaines situation, cela ne se passe pas aussi bien et ’'on tombe sur des formes dites

indéterminées (voir plus loin). Mais avant cela, voyons ce qu’il se passe avec une cinquiéme opération,
appelée la composition de fonctions.
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TSI I PREMIERS CALCULS

1.3 Composition

'-(J\ Définition I.3.1)

Si f et g sont deux fonctions, On note f o g la fonction qui & x associe la quantité f[g(x)]. On dit que
P’on a composé la fonction f avec g.
L’écriture f o g se lit f « rond » g.

g f
z 9(x) flg(x)]
foyg
ATTENTION ! — L’ordre de composition est important. Considérons par exemple f définie sur R par

f(x) = 22 + 1 et g définie sur R par g(x) = 22 — 1. Donner les expressions de fog et go f.

Gy

ATTENTION | — Il faudra prendre garde aux ensembles de définitions. Considérons par exemple f définie par
f(z) = /z et g définie par g(x) = x— 1. Donner les ensembles de définition des fonctions f, g, fog et gof :

52

'-(Propriété I.3.2 (limite et composée)]

a, b et ¢ désignent des réels ou +00 ou —oo. Soit f et g deux fonctions.

Si lim f(xz) = b et lim g(z) = ¢, alors lim (g o f)(z) = c.
T—b r—a

r—a
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II QUELQUES FORMES INDETERMINEES TSI

[D # Exercice E.4]

Déterminer les limites aux bornes de I pour les fonctions f suivantes :

Q1 f(z) = e %*! avec I =R Q3 f(x):hl(&v;—l) aveCI:}—%;—l—oo{

Q2 f(z)=In(-2z+1) avecI:]—oo,%[ Q4 f(:c)z,/l—i—% avec I]0 ; +oo|

REMARQUES — Cela ne se passe pas toujours aussi bien. En effet, que peut-on dire de la limite en 400 de
. o T —
la fonction f définie par f(z) = ?

o242

Il Quelques formes indéterminées

ATTENTION ! Les opérations sur les limites ménent parfois a des formes dites indéterminées. Voici
schématiquement les cing principales :

— — oo x 0 + 00 — 00 1*°

Voyons dans les paragraphes suivants quelques méthodes pour lever les indéterminations et calculer la
limite.

I1.1 Fraction rationnelles

En regle générale, on commence par essayer de factoriser la quantité qui semble prépondérante. Cela
se passe bien pour les fonctions polynémes et plus généralement pour les fractions rationnelles.

(D & Exercice E.SJ

Q1 Déterminer les limites en oo des fonctions :
fiz) =32 —z+1 fo(z) = —22% — 522 + 3z — 1 fs(z) = 23 — +/|2|

Q 2 Déterminer les limites en oo des fonctions :

_—3$2—5x-|—1 423 + 2 _3$2+.CE—1

91() 3 — 22+ 2 g2(z) = 202 +x + 1 9s(w) = 202 +x + 1

On pourra retenir un résultat du type : « la limite d’une fraction rationnelle en +oco est égale
a la limite de ses termes de plus haut degré »
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TSI II QUELQUES FORMES INDETERMINEES

1.2 Limites de références

On pourra retenir par coeur les limites suivantes :

)
Propriété I1.2.1 (limites de références) J

i In(1
lim sitl() = N lim M = N lim ———— = .....
z—0 xT z—0 €T z—0 €T

En fait ces limites sont des cas particuliers de calculs de taux d’accroissements. On reverra dans le
chapitre de dérivation que 'on a si f est dérivable :

T—a xr—a
Par exemple, ici avec f(z) = sin(x), cela donne (z) = £(0) = sin(z) — f"(0) = cos(0) = 1.

x—0 x

[D # Exercice E.ﬁ]

Calculer les limites suivantes en reconnaissant des taux d’accroissement :

1 1-— —1 1
lim i) lim ﬂ im = lim +/zsin <—>
z—1x —1 z—0 T z—1 et —e z—+00 \/z

11.3 Croissances comparées

On doit aussi connaitre par coeur les limites suivantes, appelées croissances comparées car elles comparent
les vitesses de croissance entre les fonctions exponentielles, logarithmes et puissances.

"(Propriété I1.3.1 (croissances comparées)]

Soit n € N* (et méme pour n € Q%) :

lim —=..... lim z"e®* = ..... lim —=..... limz"lnze = .....
r—+o00 et I—>—00 r—+oo M z—0

On pourra formellement retenir cette propriété en disant qu’au voisinage de I'infini ’exponentielle est
prépondérante sue les fonctions puissances qui elles-méme sont prépondérantes sur la fonction logarithme.

[D # Exercice E.7]

Déterminer les limites aux bornes de I pour les fonctions f suivantes :

Q1 f(a:)zgz;;aveclzR Q4 f(:c)zex_ avec I =R
Q2 f(x):—x+§+ln(:c) avec I =10; +oo| Q5 f(ﬂ?)z:“nx avec I =]0; +oof
x rz+1
Q3 f(z)=(x—2)e" avec I =R Q6 f(x)=+x—Inxzavec I =]0;+o0]
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IV DES EXOS EN VRAC... TSIt

Il Théorme de comparaison

"(@ Théoréme I11.0.1 (Gendarmes)]

Soit f, g et h trois fonctions, et £ un réel.

lim g(z)= lim h(z)="¢
z—-+oo T—+00 = lim f(z)="/¢
et pour z assez grand g(x) < f(x) < h(x) G=AeD

REMARQUES — Ce théoréme s’étend au cas ou £ vaudrait oo et aussi pour x tendant vers —oo ou vers un
réel.

[D # Exercice E.SJ

3
Q1 La fonction f définie sur |0; +oo[ par f(x) = % admet-elle une limite en +o0o0 7 Si oui

la déterminer.

c 298 . xz+1
Q2 Montrer que pour tout x € R, 1 < 2 —cosz < 3, puis en déduire lim ———.
z—+o00 2 — COS T

IV Des exos en vrac. ..

[D # Exercice E.9]

1 1
Déterminer le limite en +oo de fi(z) = n(lxn—j;) et de fa(z) =In(x +1) —Inz.

[D # Exercice E.lO]

Donner (sans justifier) les limites proposées :

1
Q1 lim —32°=..... Q7 lim —— = .....
T——00 =2+ x4 — 4
Q2 lim 22+ - = .....
z—0+t x3 Q8 lim 5 = voooc
1 r—2- T° — 4
Q3 li%l xt — 7 — aoao .
x—0— X
Q9 lim (x2+2) (x5+—> = Liooo
2 r——00 €T
Q4 lim -322--=.....
x——+00 ap
—3x+2
10 lIm ————— = .....
Q5 lim -3z = ..... Q ool —222 — 2 +3
T——+00
Q6 Ilim —3:c+i— Q11 1 (2—3> (—4—1—1)—
i \/5 = so000o0 m_l)I—"I_loo T x2 = coo0o0o0
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IV DES EXOS EN VRAC...

[D # Exercice E.ll)

Donner les limites suivantes :

. x3 — 22243 ) o2t
lim = lim

3x2+3x—1_

Q1 Q3

z——00 203 +x — 2 z——0o 3+

. 322 —3x+3 323
lim =

Q2 lim

Q4

22 + 31 — 2
— 222 + 1|

a——00 213 + 22 +2

(D # Exercice E.12J

Déterminer si elles existent les limites suivantes :

. 2x+3
lim e4a—1
T—r—+00

Q1 lim 1+i3 Q2
x—0 €T

(D # Exercice E.13J

Déterminer les limites aux bornes de I pour les fonctions suivantes :

|

Q1 fi(z) =In(-2z +1) oﬁf:]_oo;%

[D # Exercice E.14J

Déterminer les limites aux bornes de I pour les fonctions suivantes :

. a 2 2 _
Q1 mll)rfoo e — 3z -3 Q4 1lim © In(z)
z—+oo In(z) — x
. 22
Q2 xEr_noo re Q5 lim /2 —In(x)
T—r—+00
Q3 lim zyx (e_"”)3 Q6 lim In(x)— 2?

T—+400 T—+00

zo—co 3 + 1022 + 2 —2

Q4 fu(z)=e1 on I =]1;+oo]

Q2 fy(z)=In (3x_+11> ot I =]1;+o0| Q5 fs(x) =% ot I =105 +oo]
Q3 fg(x):\/l—l—;oﬂI:]O;—i—oo[ Q6 fG(x):;t5 ot =] —1;1]

lim

R

8=

Q7 lim zln(x)—3z+2

T—r—+00

3

. —4
lim
z—+o00 e + x

Q8

lim In(z)
x—+oo e*r

Q9
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